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グラフ上での列車の移動可能性について I
鳥居 竜三
グラフ (graph)とは、簡単にいえばネットワークのようなもので、頂点 (vertex)と呼ばれるも
のの集合 V と、辺 (edge)と呼ばれるものの集合Eから構成される（基本的な用語は、鈴木 [1]を
参照されたい）。ここでは、単純 (simple)(ループや多重辺を持たないもの)かつ連結 (connected)
（ネットワークが分離していない）なグラフのみを扱う。道 (path)とは、異なる頂点 v0, v1, . . . , vn
と、それらをつなぐ辺 v0v1, v1v2, . . . , vn−1vnから構成される。長さが nの道は n-道と呼ばれる。
本論文中では、道はひとつの方向性を持っているものとする。最初の頂点を、その道の頭 (head)
と呼び、最後の頂点を尻尾 (tail)と呼ぶ。道 P に対して、その反対向きの道を P−1と記す。ま
た本論文中では、道を列車のように動かすことから、長さ nの道を n両列車と呼ぶこともある。
道 P の移動 (transfer-move)とは、その道から尾を外し、新たな頂点 vを頭に付け加え、新
しい道 P ′ をつくることである (これは、列車が一歩前に前進したように考えられる)。これを、
P
v−→ P ′ あるいは P −→ P ′ と記す。2つの道 P と Qに対し、P −→ · · · −→ Qとなる列があると
き、P はQに移動可能であるといい、P  Qと記す。
問題となるのは、この n両列車がグラフ内におけるいろいろな位置に移動可能か、ということ
である。ひとつ例を挙げてみる。図の 5両列車 P は、Qの位置まで (前進だけで)移動できるだ
ろうか。
図 1 2つの列車 P とQ
これに対するひとつの方法は次のとおりである。
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図 2 P から Qまで進むひとつの道順
ここで簡単な補題を述べておこう。
補題 1. P,Qを異なる 2つの n-道とする。このとき、もし P  Qが成り立つならば、Q−1 
P−1 も成り立つ。
図 3
どのような 2つの n-道を選んでも、それらが互いに移りあうようなグラフはどんな形をしてい
るだろうか。このことに焦点を当てて研究を進めてみる。これを定義の形で述べておく。
定義 1. グラフ Gが n-道移動可能 (n-path-transferable)もしくは n両列車移動可能と呼ば
れるのは、Gの中に少なくとも 1つは n-道があり、任意の 2つの n-道 P、Qに対して P  Q
が成り立つときである。
ここで他の定義も挙げておく。道P がP−1に移動可能であるとき、P は裏返し可能 (reversible)
と呼ばれる。
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定義 2. グラフGが n-道裏返し可能 (n-path-reversible)もしくは n両列車裏返し可能と呼ば
れるのは、Gの中に少なくとも 1つは n-道があり、すべての n-道 P に対して P  P−1が成り
立つときである。
列車が長くなればなるほど、より窮屈になり、動かしにくくなる。逆に短かければ、簡単に動
き回れるだろう。次の命題はこの事実を形にしたものである（自明ではないが、詳しい証明につ
いては鳥居 [2]を参照）。
命題 2. グラフが n-道裏返し可能であるならば、(n− 1)-道裏返し可能である。
定義 1、2より、グラフ Gが n両列車移動可能であることはまた、n両列車裏返し可能である
ことも意に含んでいる。これに対して、逆も正しいことが示された。
主定理 (鳥居 [2]) グラフ Gが n両列車移動可能であることと、n両列車裏返し可能であること
は同値である。
この定理によると、グラフが n両列車移動可能かどうかは、n両列車が裏返せるかどうかだけを
調べれば済むことになる。グラフGに対して、このような nの最大値を τ(G)と表すことにする。
証明の前に、この定理を使って次のことを示しておこう。
定理 3. Knを n頂点の完全グラフとする。 n = 1, 2, 3のとき、τ(Kn) = 0、nが 4以上のとき、
τ(Kn) = n− 2である。
図 4
証明 n = 1, 2, 3のときに対応するグラフ K1, K2, K3 はそれぞれ、一頂点、一辺とその両
端の頂点、三角形を成す三辺と三頂点であるが、これらのグラフのなかでは長さが 1 の列車で
あっても裏返すことはできない。よって、τ(Kn) = 0である。次に nが 4以上のときであるが、
v1, v2, . . . , vn を Kn の頂点の集合とし、P = 〈vn−1vn−2 . . . v2v1〉をこのなかの (n − 2)両列車
とする。すると次のような裏返しの手続きを見つけることができる。
P
vn−→ vn−1−−−→ · · · v3−→ 〈v1vnvn−1vn−2 . . . v4v3〉
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v1−→ v2−→ 〈vn−1vn−2 . . . v4v3v1v2〉
vn−→ vn−1−−−→ · · · v4−→ 〈v1v2vnvn−1vn−2 . . . v4〉
v1−→ v2−→ v3−→ 〈vn−1vn−2 . . . v4v1v2v3〉
...
vn−→ vn−1−−−→ 〈v1v2 . . . vn−3vnvn−1〉
v1−→ v2−→ · · · vn−3−−−→ vn−2−−−→ 〈vn−1v1v2 . . . vn−3vn−2〉
vn−1−−−→ 〈v1v2v3 . . . vn−2vn−1〉 = P−1.
Kn のなかの他の (n − 2)両列車も同様に裏返せることがわかるので、これで定理が証明でき
た。
次に主定理を証明するためのいくつかの準備をしておく。Gを n-道裏返し可能なグラフとし、
P , Qを、P −→ Qを満たす Gのなかの 2つの n-道とする。このとき P−1  P、Q  Q−1
であり、補題 1より Q−1 −→ P−1 が成り立つから、Q  P となる。これは、Qが一歩後退し
て P に進んだように見える。P の尾を uとするとき、このことを Q u←− P として表そう（これ
は P −→ Qとは異なる意味であることを注意しておく）。つまり、n-道裏返し可能なグラフでは列
車の後退が認められる。
図 5
命題 4. グラフ Gが n-道裏返し可能ならば、2つの n-道 P = 〈xv1 . . . vn〉, Q = 〈yv1 . . . vn〉に
対して、P  Qが成り立つ（図 6）。
証明 P が一歩も進めないのならそもそも裏返すことはできないのだから、少なくとも一歩は
前に進めるはずである。その頂点を z /∈ {v1, v2, . . . , vn}とする (これは xか y かもしれない)。
このとき、P z−→ y←− Qとなり、P  Qが示された。
この命題によると、n-道裏返し可能なグラフのなかでは、n両列車の最後列の車両を自由な位
置に取り替えることができる。これを、尻尾振り (tail flip)と呼び、P
y
Qと表す（頭振り 
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図 6
も同様）。
さらに同様の議論を続けて、R = 〈x0x1v2 . . . vn〉, S = 〈y0y1v2 . . . vn〉に対しても二段尻尾振
りなるものを見つけたいところであるが、これはいつでも見つかるとは限らない（例えば完全グ
ラフKnのなかで、このような 2本の (n− 2)両列車を見つけることはできない）。そこで変わり
に、交差振りなるものを考える。交差振り (cross flip)とは、n-道 P = 〈v0v1 . . . vn−1vn〉に対
して、頭と尾を同時に交換して n-道Q = 〈vnv1 . . . vn−1v0〉を得ることである（証明は少し長い。
鳥居 [2]を参考にされたい）。
命題 5. n ≥ 3とする。グラフGが n-道裏返し可能ならば、2つの n-道 P = 〈v0v1 . . . vn−1vn〉,
Q = 〈vnv1 . . . vn−1v0〉に対して、P  Qが成り立つ。
図 7
主定理の証明　グラフが n-道裏返し可能である仮定として、n-道移動可能であることを示す。帰
納法を用いる。まず n = 1, 2のときの n-道裏返し可能であるグラフは、次数 1の頂点を持たない
2つ以上のサイクルを含むグラフといえる。これは n-道移動可能であるグラフに対しても当ては
まる。よって n = 1, 2のとき、主定理は正しい。主定理が n− 1で正しいと仮定して、n(≥ 3)で
も正しいことを示す。
グラフが n-道裏返し可能であることから、命題 2より、このグラフは (n− 1)-道裏返し可能で
ある。またこのとき帰納法の仮定から、(n− 1)-道移動可能とわかる。
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P , P ′ を 2つの n-道とし、Q, Q′ をそれぞれ P, P ′ のなかの長さ n− 1の部分道とする。グラ
フが (n − 1)-道移動可能であることから、(n − 1)-道の列で Q = Q0 −→ Q1 −→ · · · −→ Qm = Q′
となるものがある。この列に対し、もし P が同じ列を持つことができるのであれば、P はそのま
ま P ′まで移動できることになり P  P ′を得る。しかしこれはいつもできるとは限らない。こ
の移動が続けられなくなるのは、ある iに対して、(n− 1)両列車Qi がその尻尾に移動しようと
しているときである。このとき n両列車 Pi は、Qi に直接歩調を合わせることはできないので、
少し遠回りをしてQi に追いつくことを目指す。
図 8
ここで、Pi = 〈u0u1u2 . . . un〉、Qi = 〈u1u2 . . . un〉とする。Piは裏返し可能であるから、この
列車が前進できるような頂点 w ∈ V (G)−V (Qi)が存在する。他方、P ′i = 〈u0u1unun−1 . . . u2〉
も裏返し可能であるから、この列車が前進できるような頂点 w′ ∈ V (G)− V (Qi)が存在する。
もし w = w′ ならば、
Pi
w−→ 〈u1u2 . . . unw〉
w′
 〈w′u2 . . . unw〉
u1
 〈w′u2 . . . unu1〉 =: Pi+1
となり、最後の n-道を Pi+1 とすると、これはQi+1 = 〈u2 . . . unu1〉を部分道として含んでおり、
継続して列車 Qi についていくことができる。
またもし w = w′ ならば、
Pi
w−→ 〈u1u2 . . . unw〉
 〈wu2 . . . unu1〉　　 (命題 5より)
となり、最後の n-道を Pi+1 とすれば、これはQi+1 = 〈u2 . . . unu1〉を含んでいる。
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いずれにせよ、P = P0  P1  · · ·  Pm となる列で、それぞれの Pi が Qi を含んでい
るものを見つけることができる。このことから P が P ′ に移動可能ということがわかる。よって
任意の n両列車が任意の位置に移動可能であることがわかり、このグラフが n-道移動可能である
ことが帰納法により示せた。
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